



VICERRECTORIA DE INVESTIGACIÓN Y POSTGRADO
PROGRAMA DE MAESTRIA EN MATEMÁTICA
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES, EXACTAS Y
TECNOLOGIA
ESPACIOS DE MEDIDA CUÁNTICA
RONALL N GARCIA O
TESIS PRESENTADA COMO UNO DE LOS REQUISITOS PARA
OPTAR AL GRADO DE MAGISTER EN*'MATEMÁTICA PURA
PANAMA, REPÚBLICA DE PANAMÁ
2012
 







Sometida para optar al titulo de Maestria en Matematica
Vicerrectoria de Investigacion y Postgrado
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y Tecnologia
APROBADO POR
Teze Er, Apuna,
Doctor Jorge Hernandez U














DE INVESTIGACION Y POSTGRADO










A Dios Todopoderoso ¡por permitirme lograr esta meta
Al Doctor Jorge Hernández, por su valioso tiempo 3 dedicación para levar
esta investigación a feliz término





Capítulo 1 Parmba de conjuntos
11 Operactones entre fanulia de conjuntos O)
1 2 Sermamllo de conjuntos 10
1310 conjunto 13
14 Álgebra de conjuntos lo
15 Amilo de conjuntos 18
16 o álgebra 19
Capitulo 1] Espactos medibles
2 1 Medida 28
2 2 Medida exterior 42
2 3 Medida signada o medida con signo ol
2 4 Medidas reales 3 complejas - 61
Capitulo IT] Espacios de medida cuántica
31 Resena histórica 64
3 2 Medida cuántica 80
3 3;Intcrferencia, cuántica 88
3 4 Compatibilidad y el centro 96
3 a Cubrimentos cuanticos 109




En esta investigación presentamoslos resultados mas importantes:sobre espa
cios medibles Estudi1wremos los espacios de medida cuantica los cuales carecen de
algunas propiedades fundamentales de las medidas clásicas Aunque hay una teoria
general sobre espacios de medida cuantica consideraremos solamente los espacios'fi
nitos Definiremos medida cuantica y analizaremos un ejemplo muy interesante de
particulas antiparticulas donde se muestra claramente que falla la adtividad de la
medida clasica Probaremos algunos resultados que seran utilizados para constfwr
medidas cuánticas a partir dé una medida clásica y una función de interferencia cuan
tica Estudiaremos la compatibilidad el centro y los cubrimientos cuanticos de los
espacios de medida cuántica Finalmente, a manera de generalizacion de las medidas
cuánticas ¿incluiremos las medidas super cuánticas
ABSTRACT
Thus work,presents the most important results about measurable spaces We
will study the quantum measure spaces which lack some fundamental properties of
classical measures Although there 1s a general theory about quantum measure spaces
we will only consider inte spaces We will define quantum measure and analyze a
very interesting example of particles  antiparticies, showing clearly that falls the
additimty of theiclassical measure We prove some results a huch wall be used to build
quantum measures froro a.classical measure anda function of quantum interference
We will study the compatibibty, the center and the quantum coverstof the quantum




La teoria de la medida e integración es un campo bien defimdode la matemática
que tiene cerca de 100 anos Esta teoria posee profundos y elegantes teoremas, y tiene
importantes aplicaciones en anabsis funcional teoria de la probabilidad, etc Aunque
lx teoria de la medida finita en la cual el espacio de medida tiene solamente un
numero finito de elementos es mucho más simple que la teoria general ésta también
tiene importantes aplicaciones eu la teoria de probabilidad combinatona y tiencias
computacionales En esta investigación se trabajará con espacios finitos de medida
cuántica
Al ir más alla de la medida clásica e introducirnos en el campo derla' mecánica
cuántica, pero desde.el punto de vista matematico nos encontraremos con l medida
cuántica y por tanto con los espacios de medida cuántica Al estudiar estós espa
cios 1eremos'comportamientostmuy rarostque no ocurren en medida clásica Estos
comportamientos se deben a un funómeno que se conoce como interferencia cuántica
En este trabajo se presentará un ejemplo de medida cuántica sobre partículas ant:
partículas que nos demostraráque una medida cuántica no necesita ser un1 medida
clasica
Probaremos resultados que nos permitan construr medidas cuánticas a partir
de una medida clásica y una función de interferencia cuántica Estudiaremos la com
patibilidad el centro y los cubrimientos cuánticos asi como ejemplos que nos ayuda
rán a comprender estos conceptos claramente Terminaremos abordando las medidas
super cuanticas, que son una generalización de las medidas cuánticas
Para un mejor manejo el documento se ha dividido en tres capitulos En el ph
mercapitulo se estudian los principales resultadossobre unión intersección y producto
cartesiano de famila de conjuntos as: comolas estructuras de semianilo y conjunto
álgebra, anillo y o álgebra de conjuntos El segundo capitulo trata sobre los»espácios
medibles medida medida exterior medida signada medidas realis y complejás En
el tercer capitulo se abordan los espacios de medida cuantica en donde se presenta
una resena,historica la medida cuántica, interferencia cuántica compatibilidad y el
centro cubrimientos cuánticos y medidas super cuanticas
Esperamos que el esfuerzo del presente trabajo sirva como motivación a los
mteresados en el estudio del Análisis Real para que sigan profundizandoen el estudio
de la Teoria de la Medida Cuantica y puedan desariollar la correspondiente Teoria de




I FAMILIA DE CONJUNTOS
En este capitulo se abordarán los principalis resultados sobre Untón, Inter
seccion y Producto Cartesiano de Familia de Conjuntos así como lassestructuras de
Semanillo gd conjunto Álgebra, Amilo y a álgebra de conjuntos que serán utilizados
para desarroltar la Leoria de Espacios Medibles y Espacios de Medida Cuántica
11 OPERACIONES ENTRE FAMILIA DE CONJUNTOS
Defimción 111 Una Farma de Comguntos cs un conjunto no vacio F cuyos
elementos son a su vez conjuntos tambien
Se denota de lazsiguiente manera supongamos que f es una funcion de un
conjunto no vacío Í en un conjunto FF de subconjuntos de un conjunto dado El
conjunto f es llamadoel conjunto indice, y cada elemento del conjunto Y se denomina
andice Dl rango F de la función es llamado congunto andezado y elevalor de la función
Í en el índice 2 £s llamado un termino de la familia +Las notaciones
[Arher 14, 1€l) o (A)
denotan una familiar de conjuntos cuyos elementos son los conjuntos A, Si F esvuna
fanulia de conjuntos y tomamos
i=F y fy=1=4,
para cada : € Y podemos expresar F como ([A,Jrer
6
Defintción 112 Si (A,J,er es una familia de conzuntos entonces la unsón dela:
familrarse define como
UA. = (z qHEl tal que € A,)
03)
A veces la Ya, se denota por |[J A, Tambien sí: J =N la uniónde la fambhia
1€l
se denota por 0
Da,
n=l
Definición 113 $: (A,).e, es una familia no vacia de conjuntos, entonces la
smiersección, de la familia se define como
NA=(z TIE A, para cada + € 1)
sel
A veces la NA se denota por ()A También si /r= N ¿la interseccion de la
1€l
farnilta se denota por
Aa
nl
Teorema 111  (Lcyes de Morgan) Para una familra (A,) ey de subconguntos de
un,conjunto X las siguientes identidades se cumplen
(Jos > (09-ye4€l 1El sel
eS
Demostración
«e (Ya) > ¿UA
El El
+ rg A pwatodo2€ 1
% zZEAS para todo 2 € /
> a efA*
el
Lo que demuestra la primera identidad ¡Para la segunda identidad -note que
-e(Qa) e 284
1el €l
+ EA, para'talgun1 €]
< TE AS para algun 1 € 1
e rel Jas
el
Con lo que se demuestra la segunda identidad
Teorema 112 Seaf A =>Yuna funcion S (A) e es una fama de subcon
juntos de X y (B,),e1 es una familia de subconjuntos de Y entonces las siguientes
relaciones se cumplen










vef (Ya) $ 3rel Ja tal que f(=) = y
sel El
e HEltalquezcaA, y fía) =y
+ HEÍ tal que ye f(A)
e yeUf(a)
1€l
Lo que demuestra la relación 1
2 Sabemos que
f (a a) Cc 14)
El
para cada 2, luego
í (o a) ena)
sel El
Lo que demuestra la relación 2
3 Note que
ref” (Us) e feb
El sel
+ HeEl/tal que f(r) € B,
+ HEI tal que ze f"B,)
+ zelJfus)
sel
Lo que demuestra l1 relación 3
4 Note que
ej” (03) e fo)ef]B
€l cl
+ f(r) € B, para cada'1 € 1
+ ref(B) para cada 1 € I
+ 1€()f7(B)
el
Lo que demuestra la relacion 4
Definición 114 Sea(A) ey una familia de conjuntos El Producto Cartesiano
de (Ae se defme como el congunto de todas las funciones
f£ I>UA,
el




El Producto Cartesiano de una familia finita de conjuntos (Aj, ,A,) se de
nota por A] x X A, y sus clemuntos son denotados como n uplas esto es
Ax XAn=((01, 0) n,€ A, paracadar=1  n)
S1 la familia de conyuntos (A,),g1 cumple que A, = Á para cada1 € Í, entonces
TI] se escribe como A! es decir
El
A l=(F1f 1>A)
12 SEMIANILLO DE CONJUNTOS
Definición 121 Sea X 40 Una famiha no vacia S de subconjuntos de X es un
Semianillo de Conguntos si satisface las tres propiedades siguientes
10EsS
2 MA BES, entonces ANB'ES
9 SABES existe una familia finita Cr, Cz ¿Cr en S tal que
a1B= 0,
pul
con CNC, =4 147
11
Observación
15ABESYANBES entonces obtiamente AN B satisface la condición 3
de la Definición 12.1 es decir, AM B se puede escribir como una unión fimta de
elementos de S disyuntos dos a dos
Ejemplo 121 ScoabeR tal que la b)=0 sa>by
[ab)=(1 ER a<.:<b)
sa<b La fama
S= (la bi a beR)
es un sermanillo de subconjuntos de R
Enefecto,
1 0€S,ya quesólo has que tomar a > hb
2 SIA,BES,entonces AMBES va que ANB es vacio o es de la forma [a, b)
y ambos casos están en S
3 SearA BES AMB sólo puedeser A, el vacio, un conjunto de la forma [a b) con
ea beR a<b, 6 dos conjuntos disyuntos de la forma [a b)conabeR a<b
Como todas las opciones se pueden escribir como una umion finita de elementos
de $ disyuntos dos a dos, entonces se satisface la condición 3 de la Definición
121
Asi pues S =([a,b) a bER) es un sermanillo de subconjuntos de R
12
Ejemplo 122 Sea S la famlsa de todos los subconzuntos A de R” para los cuales
ensten intervalos [a; b1), [an dn) tal que
A=|la, b1)x  x[an ba)
Si a, > b, para algun 1 entoncesila b)=0 y A=0 Entonces S es unswsemianiilo de
subconguntos de R”
En efecto segun la Definición 121 debemos probar tres propiedades Las
dos primeras son triviales Para probar la tercera propiedad' utilizaremos la siguiente
identidad
Ax BYCxD=[(41C) x BJU[(ANC) x (BA D)l,
donde los conjuntos del lado+derecho de la igualdad son disyuntos Para demostrar
esto usaremos induccion sobre n El caso n = 1 es el Ejemplo 121 Supongamos que
se cumple para n y demostremos que se cumple para n +1 es decir que
[a 1) x 1 lan 1) X [anrs nr) A [01 di) x X [Cm, dn) X [Cn+1 dn+)
puede ser escrito como una unión finita de conjutos disyuntos de la famila S En
efecto tomemos
A=|[01 bi)x  x [on bm), B = [0m+1,Dn+1);
C = e, di) x X [cm, dr) Da ltn+1 dn+1)
luego usando la identidad anterior se tiene que
13
lar b1)x Xx [én da) Xx le 21 bn) ler di) xx [En da) X [Cnts dn41) =
=AXBACxD
= (ANC) x BJU[(ANC),x (BA D)]
Utilizando las hipótesis de inducción 'se concluyc;que' esta diferencia puede
escribirse como una unión finita de conjuntos disyuntos de la famila S
Asupues se demuestra que S es un semanillo de subconjuntos de R”
13 ys CONJUNTO
Definicion 131 Sea S un sermanillo de elementos de X Un subconjunto A de X
es un o Congunto respecto a S sí emste una sucesión disyunta [AnJnen en S tal que
A=|JA,
REN
Teorema 131 Sea S un semanillo de elomentos de X Entonces








es un o conjunto
14
2 S(AJ)enenS A= U As, entonces Á es un o conjunto
nEN
3 Las unsones enumerables y las interseccrones fimtas de o conguntosies un
O conjunto
Demostración
1 Porinducción sobren. Ll caso n = 1 se deduce directamente de la Definición] 2 1




AUA,= (104) VÁ a
21 1




con C,NC,=bfsiminy CES parak=1,2 ,p Luego
n+1 P Pp
AN U A,= Uca N Any = UC: Ans1)
321 kml kl
Por la Definición 121 cada C¿* Any, puede ser escrito como una unión fi
mita de conjuntos disyuntos de S y como € MC, = 0 si m % n entonces
n+1
AN U A, puede ser escrito como una unión finita derconjuntos disyuntos de
21
n
S Conlo que se demuestra la propiedad y, por ello AU A, es un 9 conjunto
ql
lo
2 Sea (An) enendyA= U A, Construyamos la sucesion [B,) nen como sigue
nEN
n
Bi=4] Ba= AX As Bara = Ar NU 4,
ja
Observe que porla construcción de la sucesion se tiene que B,NB,=051 43





se tiene que Á es un o-conjunto
3 La demostración de que las uniones enume rables de g conjuntos es un gd conjunto
se deduce de la demostración de la pmopiedad,anterior La demostración de
que las intersecciones fimtas de o-conjuntos es un o conjunto se deduce de la
Definición 12 1
14 ÁLGEBRA DE CONJUNTOS
Definición 141 Una femiura no vacia S de subronguntos de un conjunto no vacio
X es un algebra de conjuntos ss cumple que
1 SABES, entonces ANB'ES
2 SAES,¡entonces AT ES
16
Teorema 141 Sea $ un algebra de partes de Y entonces
106XEeS
2 S €s estable para la formación de uniones e intersecciones finitas
3 $ es un semanillo
Demostración
1 Como S HU existe al menos un elemento A € S Luego por la Definción 14 1
se tiene que A ES Asi B= ANA ESyX=PES




Sin = 1 se cumple Supongamos que se cumple para n Probemos que se cumple









Luego es estable para la formación de intersecciones finitas
17
Probemos que $ es estable para la formación de umones finitas Sea
Ar Az 4,€S










Lo que demuestra que S es estable para la formación de,umones finitas
Por la parte 1 de este Teorema, Y € S Por la Definicion 14 1yst A,B € S
entonces ANB € $ Para que $ sea semiauullo sólo falta probar ques ABES




Sea ABES Con AB = ANB* luego por la Definición 141 BES y
ANB"ES Porconsiguiente
AVNB=ANB"ES
Conlo que se demuestra que S es un semiamilo
18
Corolario 141 SC P(X) es un algebra de conzuntos si y sólo se
Y Xes
u) 1 AES, entonces AtES
m) SABES entonces AUBES
Demostración
Es'consecuencia inmediata de Teorema 141
15 ANILLO DE CONJUNTOS
Definición 151 Un anillo de conzuntos es una farmba no vacia R deypartes
de un conjunto X 4 0 que/satisface las siguientes propiedades
1 SA BER, entonces AUBER
2 HABER entonces ANBER
Teorema 151 Las siguientes propiedades se cumplen
1 Todo anillo de conguntos contiene al Y
£ Toda algebra de conjuntos es un andlo de conjuntos y todo antllosde conzuntos
es un semianidlo de conjuntos
Demostración
1 Sea AER Porla Definición lo1 6 =AYAER
19
2 Probemos primero que un álgebra de conjuntos es un anillo Sea R un álgebra
de conjuntos y sea A B € R, luego por la Definición 1 4 1
AXB=ANMB"ER y AUB=(ANBIYER
Lo que demuestra que un algebra de conjuntos és un anillo Probemos ahora que
todo anillo es un semianillo Sea R un anillo, eñtonces por la parte l $ ER
Ahora bien, s: A B € R como R es un amillo entonces ANB = AM(AAB) ER
Con lo que se demuestra que 'R es un semiamllo
16 v-ÁLGEBRA
Definicion 161 Sea S un algebra de conjuntos de un conzunto no vacio X $ es
un o algebra de conguntos st es estable para la formación de unsones enumerables
Teorema 161 Todo o algebra de conzuntos es estable para la formacion de mter
secciones enumerables
Demostración
Sea $ un d álgebra y sea Ay Ag €S Luego
6 (Da)
n=] ne]








Ejemplo 161 Sea la familia de todos los subconzuntos de [0 1) que pueden ser
escritos como untones finitas de subconjuntos de [0 1) de la forma [a b) S es un
algebra'de conjuntos pero no un o algebra de conjuntos
En efecto sca
A= Ue ,0) Y B=Ulo d,)
1.1 ul
1 AUBES ya que la unión de dos uniones finitas de subconyuntosde (0 1) de la
forma le b) sigue siendo una union fimta de subconjuntos de (0, 1),de la'forma
la 6)
an2=U Uk, db)n le, d,) ES,
ial3el
ya que(a,,b,) N [c,, d,) es un subconjunto de [O 1) de la forma [a b)
21
A%= [0 1) A=(40 Ml 49) ES
ya que [0 1)X [a b) puede ser escrito como unión fimita de subconjuntos de [0 1)
de la forma [a b)
S no essun o álgebra ya que
(ver Teorema 1 6 1)
Teorema 162 La imtersección de cualquier familia no vacta de o algebrás de par
tes de X es un a algubra de partes de X
Demostración
Sea (S,).e; una famiba arbitraria no vacia de o álgebras de partes de X Probemos
que la ns es un y álgebra
16l
1 Supongamos que A B € ns Entoces A B € S, para todo + € f Luego
El




2 Supongamos que Á € ns Entoces A € $, para todo + € J»Luego A“ € S
el
para todo 1 € T ya quelos $, son a álgebras Lo que imphca que
Ate (Ss
sel
3 Sea 41,473 Ag € n 5 Entonces para cada € T se tiene que Á, € S, para
vel
co





Por 1, 2, 3 y la Definicion 161 se tiene que Ns es un d álgebra Lo que
el
demuestra el teorema
Corolano 161 Sea C una femilia de subconjuntos de X Emste un o algebra
minimal S(C) de X que contiene a.C Se llama minimal en el sentido que s S es un
o úlgebra de X que contiene aC entonces S(C) CS A este a algebra S(C) de X se
le llama el o algebra generada por €
Demostración
Para probarlo simplemente hagamos S(C) igual a la intersección de todos los o álgebras
de X que contienen a C Luego por el Teorema 162 S(C):es unto álgebra de X ya
queda familia de todos los a álgebras de Y que contienen a C no es vacía porque para
todo X no vacio siempre exrste el y álgebra P(A) que contreñe a €
23
Ejemplo 1 6 2 (Clase de los Conjuntos de Borel) Sea X un conjunto no vacto
Definamos una,topologia 7 sobre A Un o algebra muy importante es el o álgebra
generado pór la topología T Los miembros de este o algebra reciben el nombre de
Conjuntos de Borel o elementos 'bolerranos de la topología 7
Si reemplazamos X' por R, entonces tendremosel o álgebra de Borel:generado
por todos los conjuntos ahiertos de la recta real y se denota por B(R) Tambien, sí
reemplazamos X por R" tendremos el o álgebra de Borel generado por todos los
conjuntos abiertos de R”, y se denota por B(R')
Ejemplo 16 3 Los siguientes subconjuntos de ¡R pertenecen al o algebra de Borel
B(R)
£- (a b) para cualguier a < b
2 (oo a) para cualquier a € R
o (a, oo) para cualquier a ER
a [o, b] para cualquier a <b
5 (—o0,a] para cualquier a € R
a [a, 00) para cualquier a ER
ee (a bl. para:cualguier a < b
24
8 la b) para cualquier a < b
9 Cualquier subconzunto cerrado de R
Enefecto,
= Como (a b) es abierto entonces por definición pertenece al y algebrarde Borel
E(R)
« Como (—oo a) es abierto entonces por definición pertenece al y algebra de Bo-
rel B(R)
» Como (a co) es abierto, entonces por definición pertenece al y álgebra de Borel
B(R)












(e - z 00) entonces pertenece al y álgebra de Borel B(R)
E
Como(a b] = mn (a b+ 5) entonces pertenece al o álgebra de Borel B(R)
nl
o
Como (a b) = An
n=1
(s - - ») cutonces pertenece al o álgebra de Borel B(R)
Sea F un subconjunto cerrado de R entonces F* cs un subconjunto abierto de
R lo que unplica que por definición pertenece al o álgebra de Borel B(R) Por






En cste capitulo aborduemos los espacios medibles Para ello estudiaremos
el concepto de medida el cual surge del manejo y cálculo de longitudes áreas y
volumenes hace aproximadamente 0000 anos
Las primeras demostraciones sobre áreas y volumenes aparecen con Euchdes y
su libro Los Elementos, aunque no se encuentra definición alguna de estos conceptos
en dicho libro Paso el tiempo stn mucho avance en este tema y no es hasta el ano de
1883:cuando Cantor presenta la primera definición de medida de un conjunto arbr
trario acotado A CR” Otros autores como Stolz y Harnack presentaron definiciones
equivalentes en R
Segun estas definiciones un conjunto y su adherencia median lo mismo,lo que
unplicaba que los racionales y los irracionales de [0 1] median 1, al 1gual que todo el
xtervalo (0, 1]
Peano es el primero en considerar qué conjuntos 4 son medibles y presentar
una definción de medida en 1887 Introduce el concepto de medida exterror conjunto
mcdible y demostro que la medida cra aditiv1
Borel marca un paso importante en esta teoría al considerar la aditividad
enumerable para sus medidas Introduce el concepto de medida nula al concluir que
los racionales der(0 1] medían menos que e Y) EN y por tanto cero considerándo para
cada 7,€ QNÍO 1] un segmento de longitud sw cone >0 arbitrariamente pequeno
Esto contradecia a sus antecesores, para los cuales la medida de los racionales de (0, 1]
28
era 1
Finalmente Lebesgue desarrolla la teoria de integracion abstracta a partir de
su tesis de 1902 gracias a los aportes de Borel Peano y Jordan principalmente
Veamos ahora los principales resultados que actualmente se manejan, sobre
los conceptos de medida medida exterior, medida signada medida real y medida
compleja gracias a los aportes de las personalidades antes mencionadas y muchos
otros personajes matemáticos que dieron su granito de arena parael desarrollo de tan
importante teoria sobre espacios medibles
21 MEDIDA
Definición 211 Sea S un semiañillo de conjuntos de un congunto no vacio X Una
función de conjunto p S — [0,00] es una medida sobre S si verifica las sigusentes
propsedades
1 (0) =0
2 Si [AnJnen es una sucesion disyunta en S tal que A= U An E S, entonces
nNEN
«(0 4.) = Y(An)
n=l
Lo que significa que ¡1 es O aditiva
Al triple (X,S p), donde X es un conjunto no vacio, S es un semianillo de
subconjuntos de X y yy es una medida sobre S se le llama espacto de medida
29
Observaciones
1 Sila propiedad 2 de la Definición 2 1 1 sólo es válida para sucesiones finitas de
conjuntos disyuntos Aj, Á entonces llamaremos a la:»medida y una medida
fintamente adrtiva
2 Una medida ¡ es llamada finitas: u(X) < 00
3 Una medida gi es llamada mfimta sí: y(X) =00
4 Una medida fimta tal que (A) = 1, es lamada una medida de probabilidad
y el tuiple (X S 1) es llamádo un espacio de probabilidad Aquí X recibe el
nombre de espacio de muestra y los elementos de S son llamados eventos
v» Una medida ¡ sobre S es llamada o finita s1 exite una sucesión (An)nen €n S
tal que
X=U4A y  H(An)<oo,
nen
para todo n€ N
Definición 212 Unespacio de medida (A,S 1) es un espacio de medida com
pleto ss para cada BC A, con AES yp(A)=0 se tene queBES
Teorema 211 Sea(X S pu) un espacio de medida Entonces
n
1 SiA, Ar ES son conjuntos disyuntos dos a dos y U A, € S, entonces
ti
p (Us) - Yua)
vel
30
lo que significa que ¿es finitamente aduiwa
SABES y ACB,entonces
H(A)< 1(B)
lo que significa que y estmonotona
Demostración
Sea Ar An ES unafamila de conjuntos disy untos dos a dos tal que
Uaes
-





Luego poz la Definición 2 1 1
, (Us ) =. (Ya) - na) = uta)
11 41 el 11
Así y es finitamente aditiva
Sea 4AB€ES tal que A € B Porla Defimcion 121 existen €, Crees






la cual es una unión disyunta Por la parte 1 de este teorema obtenemos:que
HB) = (44 MC + +u(Cn) > (A)
Con lo que se demuestra que (A) < p(B)
Ejemplo 2 1 1 (Medida de Conteo) Sea X un conjunto no vacio y sea S = P(A)
Definamos 1. S —> [0, 00]'por
(4) = oo  siÁ es un subconjunto infinito de X
ADE H(A) si A es un subconzunto finito de X
Entonces (X S, 1) es un espacio de medida
En efecto
1 (0) =$4(0) =0





a) El primer caso es que U A,:sea un conjuto finito S1 esto ocurre entonces
nl








va que los conjuntos son disyuntos
0
b) El segundo caso es que la U A, sea un conjunto infinito Entonces,
nal
= La primera opcion es que por lo menos un Á, sea un conjunto infinito
Luego tanto
A (0 4) como $ 1(4»)
ni n=1
van a ser igual al oo
« La:segunda opción es que todos los A, sean Émitos y diferentes del
vacio Al igual que en el caso anterior tanto
pu (Ua,) como S (An)
n=1 nl
van a ser igual al oo
Porlo anterior tenemos que (Y S ¡) es un espacio de medida
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Ejemplo 2 1 2 (Medida de la Probabilidad Discreta) Sea X =(x, 12 |
vpi po €[01] tal que a
Sm
nl




donde 14( ) representa la funcion indicadora del conjunto A definida por
_ JO sz. gA
Into) = (y, 51%, EÁ
Entonces P es una medida desprobabilidad sobre P(X), llamadala medida deyproba
burdad discreta
En efecto
1 P(0) =0,ya que el conjunto vacío no contiene a rungun z, € X





P (9 4.) = Yrl, a (z,)
Sn (E La (2)
y21 n=]
es




PO) =Dmix(an) =p =1
nm] n=1
Porlo anterior tenemos que P es una medida de probabilidad discreta sobre P(4')
Ejemplo 2 1 3 (Medida Delta de Dnac) Sea Y un conjunto no vacio y sea
S =P(4) Fijemos un elemento a € X «y definamos 4 S = [0,00) por
_Jf0 saga
(4) = y sacaA
Entonces (X S y) es un espacio de medida, llamado la probabiidad concentrada en
a y suele denotarse con d,
En efecto
1 p(0) =0,ya que el conjunto vacío no contiene a a € X
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2 Si (Ar nen E S es una sucesión disyunta tal que A = U An, entonces
EN
4 (0 4.) = Ynta)
Para probar esto tenemos dos casos
00
a) El primer caso es que ¿2 (0 4.) =1 esto quere decir que:el punto ca
an]
racterístico a € X está en uno de los A, y solamento en uno porque los
e
An son disyuntos Luego S (An) ='] ya que y(A,) = Otpara todos los
n=1
An que no contienen 1 EX
n=1
co
b) El segundo caso es que y (0 4.) = 0 estoiquiererdecir que el punto
a
caractenstico a € X no está en ninguno de los A, luego la Yua )=0
nel
ya que (An) =0 para todos los Á,, porque ninguno contiene 1 a € X
Porlo anterior tenemos que (X,S ¿) es un espacio de medida
Teorema 212 Sea S un sernanillo y y S —= [0 00] una funcion de conzunto
Entonces y es una medida sobre S s: y solamente s1 satisface las siguentes propiedades
1 H(0)=0
2 SAES, A, ¡An€ES y se cumple que
:






3 HAES y [AnFnen SS tal que
entorices
(4) < Y (An)
n=]
Esto es, y es a subaditiva
Demostración
=>] Asumamos que ¡4 es una medida Entonces
1 (0) =0 ya que y es una medida
2 SeañEeS Ás A, € S tal que
E
UAcaA y ANA =0
mp





Definamos la sucesion (€ ) y n+n como sigue
Ci=A Cn=An y Co=B,  paral<:i<m
Comolos conjuntos Cy Ca+m € S son disvuntos dos a dos y
3+m
A=(]C, eS
entonces por el Teorema 2 11 se tiéne que
p(A) =4 (0 c) = Y HC) > Y u(A,)
e] = =l
3 Asumamos que 4€ S y (A Juen CS con
Definamos'la sucesión [Bnnen como sigue





para cada n y [Ba)nen es una sucesión disyunta Como [An)nen € $ entonces














Para n= 1, se toma k, =1 y C| = Ay *Por otroilado, tunemos que
E 00 kn
A= UB, n4)=U Utc'na)
es una unión disyunta Como ¿es una medida entonces por la Definición 21 1
tenemos que
eo kn co k oo
(4) = Y)m0 04) < YY(0) < Y nlAn)
r=l =1 n=k li n=l
<)] Reciprocamente supongamos que y S —> [0 oo], satisface lasipropiedades 1,2 y
3 Entonces
1) (0) =0 por la propiedad 1
1) De las propiedades 2:y 3 sí deduce directamente que ¿e es o aditiva
Porlo tanto y es una medida
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Definición 2 1 3 (Medida Finitamente Aditivá) Sea Stun semianillo de conjuntos
de un congunto notvacto A Una funcionide congunto pi S —> [0,00] tes una medida
finitarmente.aditiva sobre S suivenificalas siguientes propredades
1 p(0)=:0
.
2 SÁ An ES es una sucesión disyunta tal que U A, € S, entonces
121
p (0 4) = Yua)
Teorema 213 Sea y una medida finamente aditiva sobre un sermanidlo S,
ABESYACB Entonces se cumple que p(A) < p(B) lo que significa que yn es
monotona
Demostración
Sea A BES tal que AC B Por la Definicion 121 existen Cy C, €S disy untos




luego B= AU'C,U UC»,la cual es una unión disyunta Cómo AC, ,C1,ES
son conjuntos:disyuntos dos a dos y BE S conB = AUC¡W  UC;, entonces como
£ es una medida fimitamente aditna,
HB) =uA) + (Ci) + + 1(Cn)2 (A)
Con lo quesse demúestra que ¿¿(4) < (B)
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Teorema 214 $1 y es una medida entonces ¡1 es una medida finamente adtlrva
Demostración
Esto es consecuencia mmediata del Teorema 21 1
Veamosel siguiente ejemplo para demostrar que la reciproca del Teorema 2 1 4
no esicierta
Ejemplo 214 Consideremos el onllo S=[ACR A esa lo:sumo enumerable)
Definamos y S => [0,00] por
0 si A es fiñio
oo  siA es infinito enumerable(A) = (
Probemossque pres una medida finstamente aditiva
En efecto sea Aj, , An € Srdisyuntos dos a dos y
a=JA
ml
entonces Á € S ya que la unión finita de conjuntos enumerables es enumerable
Tenemos dos casos
n
1 El pmmercaso es que todos los A, sean conjuntos finitos luego la UA es ún
11
in
conjuto finito y por lo tanto su medida es cero También SHA) = 0, ya que
a=l
todos los conjuntos Á son finitos
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2 El segundo caso es que uno de los A, sea un conjunto infinito enumerable Luego
n






ya que por lo menos un 4; es infinito enumerable
Como ¿¿(6) = 0 por lo anterior tenemos que 4 es una medida finitamente aditiva
Probemos ahora que ¡ no es una medida Para ello probaremos que ¡no es
O aditiva
co
Sabiumos que N = Uy Por otro lado tenemos que (N) = 00, pero
nel
00 = ¡qN) = y (0) ¿DNnap =0
nl n=l
Lo que demuestra que ¡1 no es g aditiva y por lo tanto no es una medida
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22 MEDIDA EXTERIOR
Definición 221 Sea X un conzunto no vacio Una funcion y P(X) —= [0,00] es
una medida exterior sobre X si satasfacetlas siguientes propsedades
£ (0) =0
2 (A) < u(B), siempre que AC B lo que significa que y es monotona
A (0 4.) < $ u(4,)
pare toda sucesión [AnJnen de subconjuntos de X, lo que significa que p es
o subaditiva
Definición 222 Seap P(A) > [0 00] unasmedada extersor sobre X Un sub
conjunto E C X es medible respecto a la medida extersor y $1 para todo AC X, se
tiene que
(4) =MANE) + HAND)
Definición 223  Séá ys P(X) — [0,00] una medida exterior sobre X y EC X
E es un congúnto nulo si (E) =0
Teorema 221 Seu P(XA) + [0 oo] una:medida exterror sobre X y ECX St
E es'tun cojunto nulo, entonces E es medible
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Demostración
Supongamos que (E) =0 Sea A € X, un conjunto arbitrario Sabemos que
ANECE yque ANECA
Por la Definición 2 2 1
HADE)SuHE)=0 y MAnE)<u(a)
Luego




De donde se deduce que
(A) = H(ANE)+ uan E”)
Lo que demuestra el teorema
Teorema 222 Sea p P(Y) —> [0 00] una medida exterior sobre X ACX y
E,, ,En'conjuntos disyuntos y medibles de X, entonces




Haremos la demostración por inducción matemática sobre n Si n= el resultado es
mmediato Ásumamios que se cumple para n es decir que
+ [an (Us)




y medibles de X Consideremos ahora las sigurentes identidades
+1
1 An (0 £) NEna = AN Ens
=l
2 an (Ue) ocr-an (Us)
sl a]
Como £ ,+, es un conjunto medible y aphicando la hipótesis de inducción, se tiene que
An (0 a) p E n (0 5) NE+4 la n (U a) n (Ena
=1 sal =1









Lo que demuestra el teorema
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Teorema 223 Sea (X,S, 4) un espacio de medida La función de conjunto
1  P(A) = (0, 00],
definida por
n=l nl
a (4) =00f (Eta AC L) An LAnJuen € s)
co
si no existe una sucecion (An)nen en S tal que AC U A, entonces  (A)i=00 es
nel
unamedida exterior, llamado la medida extersor generada por e
Demostración
1 y (0) =0 es evidente
2 Supongamos que A B € P(A) tal que ACB Si
.o
BC U An con  (Anjnen¡€ S,
me]
entonces es,claro que
acUAa y  41(4<)Y44)
Asi que
a (8) =nf (Ena, BC UA, (AnJnen € s) > 1 (4)
n=] n=l
Por otro lado si y (B) =00, entonces obviamente u (4) < p (B)
Asi pués u (4) <  (B)
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3 Sea (An)nen una sucesión cualquiera en X Si
Sí (4) =00
nal
entonces se trene que
p (0 4.) < Su (An)
Podemos entonces asumir que
Sn (4,)<00
y escojamos un e > 0 arbitrario Para cada + € N podemos escoger una sucesión
(At)nen en S tal que
4cUs v DMA) Sn (A) +7e





5 (0 4.) < YYma) < Yju (4) +29 =a (4) +0
nl sl onol
para'todo e > 0 Luego
p (Da) <Yn (An)
n=] nl
De todo lo anterior se tiene que es una medida exterior
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Teorema 224 Sea(A,S py) unsespacio de,medida y p lawmedida: exterior gene
rada por y Si AES, entonces y (A) = u(A)
Demostración
Sea AE S y definamos A; = A, A, =0, pára todo n > 1 De lo anterior se tiene que
oo
AC y A, y por la definicion de y se tiene que
nal
4 (4) < Ynía)
n=l
de donde
1 (4) < Y (An) = (4) (+)
nl
oo





u(A) < mf (Estan A1€ ) An, AnJnen es) = (A) (++)
De(*) y (**) se concluve que (4) = y (4) para todo AE S
Ejemplo 221 Sea X = (123) S = (0 (3),(1,2), X) y considere la medida
u S —= [0,00] definida por p(0) = 0 u((3)) =s((1:2)) = 1 yru(X) = 2
Describamos la medida exterior y generada por la medida ¡2
por
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Enefecto, la medida exterior 4 +P(A) => (0 oo] generada por ja, está definida
je (0) =0, ya queel cubrimiento de S con menor medida que cubre al f es el'P
con medida O
a ((1)) =1 ya que el cubrimiento de S con menor medida que cubre al (1) es
el (1,2) con medida 1
1 ((2)) =1 ya que el cubrimiento de S con menor medida que cubreal (2) es
el (1 2) con medida 1
u ((3)) =1 ya queel cubrimiento de $ con menor medida que cubre al (3) es
el (3), con medida 1
1 ((1 23) = 1, ya que el cubrimiento de $ con menor medida que cubreal (1 2)
es el (1 2) con medida 1
2 (1,3) = 21((2:3p) = qu ((1 2 3)) = 2) ya que el cubrimiento de $ con
menor medida que cubre a (1,3) a(2 3) ya (1 2 3) es X, con medida 2
49
Teorema 225 Sea(Y S p) un espacio de medida y lasmedida extersor generada
por y y Etun subcongunto de X Los siguientes enunciados son equivalentes
1 Eesp medible
2 Para todo AES, p(A) < 00, se cumple que 4(A) = y (ANE) + (ANES)
3 Para todo AES (A) <o0 se cumple que ¿(4) > y (ANE)+p(ANES
4 Para todo AC X se cumple que y (A) > 4 (ANE)+p4(ANE)
Demostración
= 1 2] Supongamos que AE $ y (A) < oo Como E es p medible, se tiene
que
4 (4) =4 (ANE) +(ANES)
Por otro lado como A € S por el Teorema 2 2 4 se tieñe que 1(4) = y (4)
Asi pues
HA) = 4 (ANE)+ 4 (ANQES)
« 2=> 3] Es obvio
= 3 > 4] Sea A C X un conjunto arbitrario S1 y (4) = 00 no hay nada que
probar Supongamos que .(A) < 00 Sea c > 0 y tomemos una sucesión
[AnJnen, en S tal que
co co
ACUJAn y Y ntAn) <u (A)y+ € <100
q] noel
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Por hipótesis se tiene que
e (ADE) + 1 (AAN ES) < (An)
" ((Q+)02)+» ((04)0+]
[ Jano] +. [¡Ocsnes
n=1




IA Dn (AE) +)a (410 Er)
n=1 n=1







para todo « > 0 Por consiguiente
BA) 24 (ADE) +4 (ANES
» 4 > 1] Por la o subaditividad de y se tiene que
4 (4) =4 (ANEJU(AN E] <p (ANE) +1 (AN E), 6)
para todo AC X Por hipótesis se tiene que
B(A) > 4 (AND) +a4(4nES) (++)
para todo AC X Luego de (*) y (**), se tiene que
(A) =p (ANE) +(AN E),
para todo AC X Porlo tanto E es ¿1 medible
ol
23 MEDIDA SIGNADA O MEDIDA CON SIGNO
Supongamos que ¿y y ¡2 son dos medidas sobre un séimanilo S de subcon
juntos de un conjunto no vacio X Si definimos pára cada conjunto A en $
H(AJ= (4) + (4)
tendremos que 4 obviamente es una medida Otra forma de obtener una*pueva me-
dida es multiphcar una medida ¿e por una constante arbitrana no negativa
Pero si en vez de multiplicar a la medida ¿e por tina contantearbitraria no nega
tiva lo hacemos por una constante arbitraria negatina veamos lo que pasa Tomemos
el ejumplo del párrafo anterior pero ahora multiplicando ¡a por —1 tendremos que
H(A)= 11 (4) — 2(4)
Analzando este caso tendremos dos posibles problemáticas La primera es
que y puede tomar valores negativos sobre algunos elementos de S,lo cual es algo
interesante para estudiar La segunda es más delicada aun si
m(A) = pa(A) = 00
estaríamos en serios problemas ya que
AA) = (A) — pa(A) = 00 — 00
Recordemos que la suma en R = RU [00 00] es la de R y
l a+0o0=c0o0+a=00 paratodoa ER
02
2 a-0=-00+4=-—>0 para todo a ER
3 0o+o00=00
á -0-0=-00
o El orden se extiende, siendo —00 < zx < 00, para todo rie R
Pero la expresión oo—co no está defimda Para evitar esta forma indeterminada
debemos:acordar que la sustracción de dos medidas solo se efectuará s1 al menos una
de ellas es finita
Para referirnos a lo antenor utilizaremos el concepto de medida signada o
medida,con signo, el cual surge cuando se considera de manera natural la diferencia
entre dos medidas positivas
Definición 231 Sea S un o algebra de conjuntos de un conzunto no vacio X y
ja S + |-oo, +00]
una funcion desconzuntos ¡y es una medida signada o medida con signo si sa
tisface las sigusentes propsedades
1 (6) =0
2 y asume a lo sumo uno de los valores 00 y —00








Al triple (X,S, pa), se le llama espacio desmedida signada, o espacio de
medida con signo A los elementos de S lesllamaremos los subconzuntos medibles
de X
La medida signada y se dice que es fimta si 4(X) € R La medida signada pe
se dice que es d finita si exaste una sucesion ( 4: )nen en S tal que
X=|JA y u(AmheR
2]
para todo n € N
Observaciones
1 Si y es una medida signada y una sucesión disyunta (An) nen en S satisface
lp (0 4) [<ico,
nel
entonces como cualquier permutación de (4An)jnen tiene la misma umón que
00
la sucesión onginal, de la Definición 2 3 1, se deduce que la serte Y (An) es
nal
3
invariante bajo reordenamiento Por consiguiente y | (An) | es convergente
n=1
enR
2 $) y es una medida signada entonces —es una medidasignada
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3 Claramente,»tod1 medida es una medida signada
4 Toda medida signada es finitamente aditiva
Teorema 231 Sea(X S y) un espaíso de medida signada y sean A B € $ tales
que) (A) |< oo y BC A, entonces
IMB)i<o y  (4VB)=u(A)- u(B)
Demostración
Como A=(AX B)UB por la Definición 23 1
(4) = (AN B) + p(B)
Como ¿(A) es un numero real y ¿asume a lo sumo uno de los valores oo y —o0 se
tiene que tanto ¿(AN B) como ¿¿(B) son numerostreales Por consiguiente
lm(B)l<oo y HAN B)= (4) — (B)
Definición 232 Sea (X S u) un espacio deymedida, signada yy ATES A es un
conjunto positivo, y lo denotamos por Á > 0, su(EmM A) > 0 parartodo EE S
En otras palabras, un, conjunto A € $ estun conguntoipositivo sti(E) > O para todo
EES,ECA
05
Ejemplo:2'31 El conzuntoracío es un conjunto, positivo
En efecto (EN) =0, para cada EE S
Teorema 232 Sea $ un o algebra de conjuntos de un conjunto no vacto X y
una medida signada sobre S y Á uncongunto positivo Si E es un conjunto medible
tal que EC A entonces E es un conjunto posstivo
Demostración
Supongamos que A esiun conjunto positivo luego ¡(B) > 0 para todo B+e S con
BGA Como EC Ay E es un conjunto:medible entonces k(E) > 0 y además
(C) > 0, para todo CES conC CE Ási pues E es un conjunto positino
Teorema 233 SeaS uno algebra de conjuntos de un congunto X y y una medida




es un conjunto positivo
Demostracion
Supongamos que [Annen es una sucesion de conjuntos positivos en S y sea B, = Ay,
Bar = Ar JA,
ml
06




y Bn € An para todo n Luego por el Teorema 23 2 los B, son conjuntos positivos
Por lo tanto, para cada conjunto medible E se tiene que
HENA) =p [En (0 a,)] =p (0 eno) - Fuera 20
nl ni
por lo tanto Á es un conjunto positivo
Definición:2:33 Sea(X S pu) un espacio desmedida signada ry ALE S Áes un
conjunto negatiwo, y lo escribiremos A<O si p(ENA)<0 para cada EE S
Ejemplo 232 El congunto vacio es un conjunto negativo
Én efecto, (E M0) =0, para cada E € S
Observación Al igual que los conjuntos positivos los subconjuntos medibles
de conjuntos negativos son conjuntos negativos y la unión enumerable de conjuntos
negativos es un conjunto negativo
Teorema 234 Sea S un o algebra de conjuntos de:un conzunto X pxuna medida
signada sobre S y sea E € S con (E) > 0 Entonces emste un congunto positivo Á
tal que ACE y 1(A)>0
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Demostración
Sijparalcada subconjunto medible B de E se tiene que p(B) > 0 entonces E es un
conjunto positivo y no haz nada que probar Supongamos que existe algun B¡€ S con
BCE y u(B)<0
Por el Lema de Zorn ejaste una famila maxmal € de subconjuntos disyúnto3 «y
medibles de E tal que (C) < 0 para cáda C € € Probemós que C és.a lo”sumó
enumezable En efecto, note que
donde
1
Ca = lo el m0) < >
e
Por otro lado sl algun C, no es finito entonces este debe contener un subconjunto




Esto implica que e
HE) = (EN O) + (0)= 00









Podemostasuimr sin pérdida degenéralidadqué»E) 00 para cada Er€*S ¡(siteste
no es el caso reemplazamos y por —p4) Séa
a=suplu(E) E>0)>0





es un conjunto positivo, y como
ALAn) SHA) < a
'se tiene que
a = p(A)< co
Probemosique B = XX A es un conjunto;negativo»con respecto a y En efecto,
supongamás qué existerun subconjunto medible C de*Bicont(C) >:0 ¿Por el Teórema
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234 existe un conjunto positivo E con E CC y u(£) > 0 De donde se sigue que
AUE>0y
a+ u(E) = p(A) + (E) = H(AUE) <a<oo
lo queiestimposible Luego B = XX A es un conjunto negativo y (A, B) es una
descomposición de Hahnide X con'trespectoa ¿1
Para probar la unicidad” de la descomposición de Hahn, supongamos que
(Ar 'By) es otra descomposición de Hanh de Y Como
AÑA¡CA y ANA¡=ANA¡=ANB, CB,
se sigue que





AADAs) = pllAN A) UA A)] = AAN A) +A A) =0
Igualmente se prueba que
¡BAB,) =0
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Para probar el enunciado 2 supongamos que,E € S entonces
nMENA) (ENANADJU(ANAND
= qED(AXADN) + HENADNA))
= ¿(ENANA,)
= MENA NA] + MENANA))
= MENA A) U(A! DA)I)
= MENA)
Porla simetria de la situación, el enunciado 3 es cierto As: pues, queda demostrado
el teorema
24 MEDIDAS REALES Y COMPLEJAS
Definición 241 Sea S un semianillo de conguntos de un conjunto no vacio X Una
función de conjunto p S —+R es una medida real sobre S suverifica las siguientes
¡propredades
1 1(0)=0
2 Si [AnJnen es una sucesion disyunta en S tal que A= U An E S, entonces
REN
p (0 4.) = Ypí4n)
nl
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Es importante destacar que 1 una medida signada finita también se le llama
medida real
Definición 242 Sea S un semianillo de conjuntos de un congunto no vacio X Una
función de conjunto y S => C es una medida compleja sobre S 5 verifica las
siguientes propiedades
1 (0) =0
2 Si [AnJnen es una sucestón disyunta en S tal que A= U An ES entonces
nen
A (Y 4.) = YnAs)
nl sl
Observaciones
1 Las medidas reales son un subconjunto de las medidas complejas
2 Cada medida compleja ¡2 puede escribirse de forma unica como
p= pu+,
donde ¿t, y a son medidas reales
3 La sene de la propiedad 2, de la Dibinición 242 ,es una scrie absolutamente
convergente, ya que ella convergesa un+mismo valor complejo, para cualquier





111 ESPACIOS DE MEDIDA CUANTICA
Eneste capitulo abordaremos la teoría de los espacios de medida cuántica Asf
como la mecánica cuántica posee unn cierta rareza cuantica estós espacios carécen de
algunas propiedades clásicas Aunque hay una teoria general sobre espacios de¡médida
cuántica en este capítulo consider1remosrsolamente'los espacios de medida cuanti
car finitos los cuales presentan algunas de las propiedades inusuales de los objetos
cuánticos Gran parte.de estexcomportarmiento raro se debe a un fenómeno llamado
interferencia cuántica
Presentaremos una resena historica la definición de medida cuántica y ejem
plos de espacios de medida cuántica También abordaremos la interferencia cuántica
la compatibilidad y el centro de un espacio de medida cuántica, los cubrimientos cuán
ticos y a manera de generalización, los espacios de medida super cuántica
31 RESEÑA HISTORICA
Los Espacios de Medida Cuántica fueron introducidos por Rafael D Sorkin
[46] en sus estudios de las historias abordadas por la mecánica cuántica y sus apli
caciones a la gravedad cuántica y cosmología Sus estudios se basan en el fallo de
la adituidad clásica de probabilidades que lo demuestr1 con el famoso experimento
de dos aberturas Este mismo experimento, lo hacc también con tres aberturas Los
mismos levansa Sorkin en 1994 afreferirse a una jerarquia en las Réglas dejSuma
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(Grados de Aditividad) En el primer ñrvel está la interferencia mula«la cual trivia
liza la:medida:s no tiene importancia En el segundonivel aparece laAditividad de
Grado-1 el cual expresa la medida¡clasica que conocemos Enel tercer nivel esta la
Aditividad de Grado*'2 el cual definerunasgeneralizacionede laxteona clasica de la
medida, esta es la teoria de la medida cuantica Elicuarto3 niveles siguientes definen
«formas mas generales de la teoria de la,medida, las cuales pueden ser consideradas
como extensionesnaturales de la mecanica cuantica
Desde entonces pocas investigaciones han aparecido sobre:el tema Dichas im
vestigaciones se 'han centrado en lostespacios finitos desmedida cuántica esidecir en
los espacios de medida cuantica emlos cuales el'iumero de putos simples es finito
32 MEDIDA CUANTICA
La definición de medida fue abordada en el,capítulo anterior Ahora nos com
pete abordar la medida cuántica Para realizar,este estudio debernos entrar en la rama
de lafisica llamada mecánica'cuántaca y abordarla matemáticamente Nuestro primer
inconveniente estque la medida cuántica normecesuta ser aditiva contrario,a lo que
estamos acostumbrados a ver en la medida estudiada en el capitulovanterior Lajpre-
gunta sería ¿cómo puede fallar una propiedad tan simple como esta en una teorta
fisica como lamecanica cuántica? Bien la respuésta es!qué este fallo sé;debera un
fenómeno llamado interferencia cuántica Esto es si X £syun conjunto finito forma
do por'objetos cuanticos, entonces ellos pueden interferir con cada uno¿deslos otros
objétos cuánticos, ambos destructivamente o constructivamente Por ¿emplo 512, y
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z2 son particulas subatómicas y je la medida de sus masas entonces podriamos tener
que
O
pero podría ser que z, y z¿ sean un par de particulas antipartículas lo que las añu
lara produciendo solamente energía S1 esto ocurre, tendríamos que u((x, 22)) =0
Lo que implicaria que
pta, 22)4 a(lz1)) + (dra)
provocando quefalle la propiedad de la aditividad y por tanto que la medida cuántica
no sea necesariamente aditiva
Luego de esta pequena introduccion, un poco desconcertante vamos a ver una
sere de definiciones y observaciones que nos ayudarán a comprenderesta rara medida
cuánticay poz tanto a los espacios,de,medida cuántica
La Definición 2 1 1 del:capítulo antenor nos presenta el concepto de medida
En la Observación 1 de csta definición podemos versel concepto de medida aditiva o
función de conjunto aditiva
Para efectos de este capítulo consideremoslas siguientes observaciones
Observaciones
1 Elsconcepto de medida, visto en la Definición 211 del capítulo anterior, de
ahora en adelante lo llamaremos medida clasica, para diferenciarlo del concépto
de medida cuántica que veremos en este capitulo
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2 Una funcion de conjunto aditiva se d1ce que es aditiva de Grado-1
3 Un espacio de medida clasico tambien se le conce como espacio de medida
Grado-1
4 Sea X un conjunto finito no vacio y A B € P(A) usaremos la notación AU B,
para referirnos a AUBcon ANB=04
Veamos ahora unas definiciones y observaciones Importantes
Definición 3 2 1 (Aditividad de,Grado 2) Sea X un conjunto no vacio Una'fun
ción de conjunto y P(X) > [0, +00) es Áditiva de Grado-2 si cumple que
AALBUICO)= eAUB)S HALO) + p(BUC) (4) = (8) - (0)
Definición 322 (Regular) Una funcion de conjunto y P(X) —> [0 +00) es
Regular, s: cumple las dos condiciones siguientes
1 Sip(A) =0 entonces H(AU B) = (B) para lodo B € P(A)
2 SiM(ALUB)=0 entonces p(A) = p(B)
Observaciones
1 La Definición 3 2 1 es una generalización de la aditividad
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2 Aditividad de Grado-1:mplica Aditividad de Grado-2 pero lo contrario no es
cierto como lo muestra el siguiente ejemplo
Ejemplo 321 Sea X'=(x; za za] Definamosla:funcion
p P(A) = [0 +00)
como sigue
240) =4((11)=0 y  maA)=1
para todo A € P(A)A (0 [x1)) Entonces es»Adstiva de Grado £, pero y no
es Adstwva de Grado 1
En efecto
u(1z,,29,23)) =1
allaa lla 3)e2)a)lxs) =41011 +1
Pero
1= ala 12,233) 4 (213) + (72)+ (12) = 2
Observaciones
1 Una función Aditiva de Grado-2 y P(W) = [0 400) es llamada una Medida
de Grado-2
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2 Si y es una función Áditiva de Grado-2 entonces»p(B) = 0
En efecto,
4(0) =(0UBLIO) 000) + 4(0019) + (810) — (6) — (0) — (0)1
10) + (8) + (8) — ¿:(0) — 10) — u:(0)
=0
3 Una función Aditiva de Grado-2 q P(4) > [O, +00) en general no es monó-
tona
Definición 3 2 3 (Medida Cuántica) Una Medida Cuántica y P(A) > [0, 4-00)
es una medida de Grado 2 regular Si P(A) + [0 +00) esxuna medida cuantica
entonces (X P(A) y) es uniespacto de,medido' cuantica
Definición 3 2 4 (Medida Cuántica Signada) Una Medida Cuantica Signada
es una Medida Cuantica p P(A) +R
Definición 3 2 5 (Medida Cuántica Comipleza) Uña Medida Cuáñtica Comple
ja es una Medida Cuantica y P(Y) + C
Observación
1 Un espacio de medidaclásica es un espacio de medida cuántica pero lo contrario
no es cierto
pero, (X,P(A) ¡1) no es un espucio de medida clasica
En efecto,
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2 Ahora probemos queru es Regular
a) Si (A) =0 sigmifica que A =P, luego
AA LB) = (8)
ALC) = (0)
HAU E)=u(E)
Porlo tanto (4 U M) =:4(M) para todo M € P(A) disyunto de A
b) Como A es'el unico conjunto cuya medida es cero se cumple que
Sim(AUB)=0 entonces (A) = ¿(B)
De 1 y 2'se tieneque (X P(X) 1) estun espacio desmedida cuántica
Note que
6= ula 22) 4 ute) + nllea))
= 1+1
= 2
Por lostanto y no es una medida clísica
Asi pues, y es una medida cuántica y (X P(Y) 1) es un espacio de medida
cuantica pero (X P(A) 1) no es un espacio de medidaclásica
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Unavez conocidala definición de medida cuántica y espacios de medida cuán
tica éstudiemos un poco l1 matemática de*la mecánica cuántica para describir las
propiedades que poseen estos espacios de medida cuantica
Definición 326 Sea X un conjunto de objetos cuanticos Una Función Decohe
renciaiD P(Y) x P(A) AC es una fuéron que representa (almenos 3u parte real)
la cantidad de wnterferencia entre pares de subconjuntos, de X y cumple+las sigurentes
propiedades
D(AUBC) = D(A C)+D(B C) (81)
D(A,B) = D(B 4) (32)
DAA >0 (33)
¡D(AB)P < D(A AJD(B B) (34)
La barra horizontal que aparece en la ecuacion 3 £ se refiere al conjugado complejo
Ejemplo 323 Seaw P(Y) >+C una medida clasica compleja sobresP(X) Lo
función
D PA) xP(A) +
definida por
DÍA B) =v(4)v(B),


























= DÍA AJD(B B)
Asi pues la función D es una función decoherencia
Teorema 321 Sec D P(A)xP(A)=>C una funcion deroherencia, entonces
la funcion
4 P(A) > [0 +00)
definida por
(A) = D(A A)
es una medida cuantica sobre P(A”)
Demostración
1 Primero probemos que y es Aditiva de Grado-2 es decir
MmAUBUC)=mALUB) + (ALC) + a(BUC)— p(A) — (8)p(C)
To
En efecto por las propiedades de la función decoherencia D se tiene que
AHAUB) + AAUC) + (BUC)-— (4) — ¡(B) - p(C) =
= DAUB AUB)+ D(ALUC,AUC)+ D(BUC BLUC)
—u(4) — 1(B) — 1(C)
= DA, AUB)+D(B AUB)+D(A AUC)+D(C AUC)+D(B BUC)
+D(C BUC)— (A) — (8) — 1(C)
 
= DATE Ma DAUB B)+DAUC A) + DÍAUC €)
+D[BUC,B + D(BUC O) - (A) - 148) - ¡(C)
= DADIDOE A)+D(A BJ+D(BB)+D(A AJ+D(C A)
+D(4 0) + D(C,C) + D(B, B) + D(C Bj+ D(B C) 4 D(C C)
—u(A) — (B) - (C)
 
= DAI+DE A+D(A B)+ D(B D)+ DÍA A)+D(C,A)
+D(4 0) + D(C,0) + D(B, B)+D(C B)4 D(B 0)+ D(C 0)
—H(A) — 1(B) — (0)
= DÍA AJ+D(A B) +D(B 4) + D(B B) + D(A A) + D(A C)
+D(C A) + D(C,C) + D(B,B) + D(B C) + D(C B) + D(C,C)
—u(A) — (8) — u(C)
= D(A,A) + D(4,4) — (4) + D(B B) + D(B B) - p(B)
+D(C C)+D(C C) — 10) + D(A, B) + D(B A) + D(B C)
76
+D(C B)+ D(A C)+D(C A)
= D(A A)+D(B,B) + D(C C)+D(A B)+ D(B A) + D(B C)
+D(C B) + D(A C) + D(C A)
= D(A,A) +D(B,A)4 D(C A)+D(4,B) + D(B B)+ D(C B)
+D(A C) + D(B,C) + D(C,C)
= D(AUB A)+D(C A)+ D(AUB B)+D(C B)
+D(AU B,C) + D(C,C)
= D(AUBUC A)+ D(AUBUC B)+D(AUBUC C)
 
= DA AUBUC)+ D(B, AUBUC)+ D(C AUBUC)






Así pues ¡1 es Aditiva de Grado 2
2 Ahora probemos que y es Regular
a) Probemos primeramente que si ¿(A) =0, entonces'y(AU B) = y(B) para
todo B € P(A)
Tí
En efecto por las propiedades de la función decoherencia se tiene que
p(AUB) D(AUB AUB)
= D(A AUB)+D(B AUB)
= DAUB A)+ D(AUB,B)
= D(A,4)+D(B+D(4,8)+
= DA+D(B+D(4+D(B,
= D(A A)+D(B B)+D(4,B)+D(A
= DÍA A)+ D(B B) +2Re|D(A 'B)]
= (4) + 1(B) + 2RejD(A, B)]
Por 3 4 tenemos que
|D(A B) E< D(A AJD(B, B) = u(4)u(B)
Luego como (A) = 0 se tiene que D(A B) =0 y
HAU B)= u(B)
b) Debemos probar ahora que s: «(AU B) =0 entonces u(A) = 1(B)
En efecto por lo probado en la:partc a se tiene que
HAUB)= (A) + (B) + 2Re[D(A B)]
luego por 11 desigualdad de/Cauchv +Schwarz, se tiene que
78
H(AU B) ¿(A) + (B) +2Re]D(A B)]
Iv AA) + (B) - 2] D(A, B) |
Iv mA) + n(B) - 2A)ip(B)
tl [aca— (31)
Finalmente como p(AU B)=0 se tiene que (4) = y(B)
Por:a) y b) se tiene que y es regular
Por1 y 2 se tiene que ¿a es una medida cuántica sobre P(A)
Observaciones
1 Siv P(A) >C es una medida clásica compleja sobre P(A) Entonces por el
Ejemplo 323 la función
D PADOxP(A)>C
definida por
D(A, B) = v(AJu(B)
es una función decoherencia Luego por,el Teorema 3 2'1, la función








14) P+1v(8) P +28e [2(4)8)]
(4) + (8) +2Re [v(a):(8)]
Luego, si fte [45] 0 entonces
(4118) 4 u(A4) + p(B)
Por lo tanto, ¡¿ no puede ser una medida clásica
2 Una medida cúántica ¿ no siempre tiene la forma (A) = D(A A) para una
función decoherentia D
En efecto probemos que la medida cuántica ¡ del Ejemplo 3 2 2, no tiene la
forma (4) = D(A, A) para una función decoherencia,D Si este fuera el caso porila
parte a del punto 2 de la demost1acion del Teorema 321 se tendma que
p(ALUB)=p(A4) + a(B) +2Re[D(A B)]
luego
a((1) 15 (22)) all) + nltx2)) + 2Re(D((21) (323)
14+1+2Re[D((x1) (223)
Como
nte) U (71)) =(X) =6
tenemosque
D((71), 122) =2,
pero esto contradice la propiedad 3 4 de lafunción decoherencia Por lo tanto ¡4 no
tiene la forma (A) = D(A A) para una función decoherencia D
A continuación presentamiosjunejemplo interesante de medida cuántica fimta
Ejemplo324 SeaX=(Íx mf  Ym%. tn) y ses
(z y) pura i=1 m
lo que llamaremos pares destructivos orpares de particulas ontiparticulas
Definamos la función
p P(A) > [0 +00)
AA) =[A]1-2]((0 1) 21€ 47]
para cada A € P(X), donde | A| es el cardinal del conjunto A Es decir, yporyejemplo,
alan a) =1 lama) 22. y pllmm)j)=0
Entonces" ast definida es una medida cuantica sobre P(A!)
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Enefecto
1 Primero probemos que ¡e es Aditiva de Grado-2 Sea
Ar Az As EP(A),
no vacíos y disyuntos dos a dos S1
1; € Ag Y yE€A para qi=123
al par (7, y,) lo llamaremos el par gr destructivo o par q» de particulas anti
particulas Debemos probar que
¿(A LUA211A3) = (411142) +(Ar 1143) + (421.43) — (41) — (Az) — (43)
En efecto como A, Az Ag son disyuntos dos a dos por la definición de ¡ se
tiene que ¿(Ay U M2) + ACA; U Az) + (Ar U Ag) — (41) — 142) — (Ag) =
= |4/142]-2] (par —qr qr=1,2)| +1 4,045 |-2] (par — gr q,7=1 3)]
+] 42114, | -2| (par —qr qr=23)|—| Ar |+2| (por — qr qyr=1)|
= | 42] +2] (par —gr qr=2)|-143|+2| (par —qr qr=3)|
= |41l.+] 42] -2] (por —qr gr=1,2)|+1411+141
-2| (porq qr=13)|+]42|+| 45]
2 | [par — qr,q,r=2 3)|-| Ar] +2] (par-qn qr=1)]-|4A2]
+2 | (par — qr q,r=2) || 43|+2] (par —qr gr=3)|
= 141 |+1421+]43/-2| (par — qr,q r=12)|
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-2 | (par — gr q,r=13)| -2| (par = gr q r=2 3) |
+2 | [par — qr q 1 =1)|4+2| (por — q q 1 =2) | +2| [par — qr q,r=3) |
| 41U 424 | -2 | (par — qr,q,r =1 2 3) |
p(A, U Az UA)
Asi pues ¿¿ es Áditiva de Grado-2
Ahora probemos que es Regular
a) Si (A) =0 sigmfica que A = o bien A es de la forma
ÁA= la Yn Ty Y)
Sea M € P(A);tal que ANM=0 luego
HAU M) ¡A[+1M]-2] (Co, y) uu € Al 21 ((200) 24 € M) |
1 1M]-21 (lo, 4) 7.9: M) |
h u(M)
Por lo tinto ¿(411 Af) = ,(M) para todo M € P(A) disyunto de A
b) «Supongamos:que ¿(A LJ B) =0 luego 2, ZAUB paraz=1 2, n Por
otro lado tenemos que si 1, € A entonces y € AUB y si y, € A entonces
x, € AUB Porlo tanto
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(4) 141-21] (2) Tun € A) |
1 lA we Bl+lfdyeA 7, €B)!
lrneB e Ajl+ (nm eB ye A)ltl
h n(B)
Lo que demuestra que si ¿(AU B) = 0, entonces u(A) = (B)
Pora) 3 b)'tenemos que ¿: es regular
De todo lo anterior se tiene que y es una medida cuántica sobre P(A) y, por
lo tanto (X P(X) ¡) es unsespacio de medida cuántica
Note que
0=u((204) £ (2) + alu)
= 141
Porlo tanto ¿¿ no es una medidaclásica
El siguiente teorema presenta una caractermzacion de las funciones Áditivas de
Grado-2
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Teorema 322 Sea P(Y) => [0 +00) u es Adstiva de Grado 2 sí y solo sí
satisface que
HAU B) = u(A)+ aB)— aADB) EaAOB) — AMB") — (49m B)
para todo A B € P(X)
Demostración
>] Supongamos que u es Aditiva de Crado-2 Luego
tlHAUB) ¿((ANB)U(ASN B)U(AN B)]
= MAN B)U(ANB)+a(AN BJU(AN B)+ alan B)U(A NB)
HAN BO —(AB)(AMB)
= MAAB) +af(AN 8) U(AN BJ] + all B)U (AN B)]
HAN BS) — HATO B)- uan B)
= MADB) + (4) + (8) - HAN BS - (AOB)— (AN B)
= (4) +1(8) (AN B) + (AMB) — (AN B") — u(A*0B)
<+)¡Supongamosrahora que
HAU BB) = (4) + (B) — (AN B) + UAAB)- p(AN B*) — u(4*n B)





= MAN) + ABY)AA BB) + (A108B1) — (Ar O Bj) — alAj O Br)
= HAUC)+A(BLC)- (410 B)) + 4(A1ABr) — (Ar N Bj)
—u(A, MBy)
= HAUC)+A4BIUC) — (0) + a(A1ABr) — (Ar N Bi) — (AGN B1)
= HAUC)+u(BUC)— aC) + al(Ar N BR UAG O B)] — e(A N Bj)
(AS Br)
= HAUC)+u(BLC)- (0) + (AU B) — (A) — p(B)
A(ALB)+ (ALC) + (BUC) — (4) — (B) — (O)
Con lo que se demuestra que y es Aditivaide!Grado-2
El siguiente teorema muestra que la Aditivad de Grado-2 puede extenderse a
más de tres conjuntos disyuntos dos a dos
Teorema 323 Sea y P(Y) > [0 +00) una funcion Aduwade Grado 2 Enton
ces para cualquier m > 3 se tene que
s (14) - Y 4,14) -(m-3)Y14)
121 <=l sm
Demostración
Probemos el teorema por inducción matemática sobre m Es claro que para m = 3 se
86
cumple la igualdad Supongamos queel teorema se cumple para m—1 > 3 y probemos
que se cumple para m > 3 En efecto, como
m
p (a A ) =p (ALA2L DU Am-2 0 (Ami U Am)
sl
por hipótesis de inducción se tivne que
«(D«) 1 ¿[411142 LU Am-2U (Ami LU Am)]
  
m-2 m-2
= Y (A LA) + O fs, (Ami U Arm)
1q=1 =1
—[(m-1) 2] | M4)+ ¡lAn-1 1 Am)
m-2 m-2




Como q es Aditiva de Grado-2
m-2
S” 4, LU (Am-1 U Am)
ml
p(A1 LAm-1 10 Am) + (Az U Ám-1 U Am)
+ + g(Am-2U Am-1 U Am)
= p(41 0 Am-1) + (41 U Am) + 4(Am-1 1) Am) — (41)
HA 1.1) — M6Am) + (4U Am-1) + A(A7 U Am)!
HHAm-1 1 Am) — (Az) — (Am)
—H(Am) + + Ama LU Am) + HiAm-2 U Am)
+U(An + U Am) — (Am-2) — A(Am-1) — H(Am)
m-i m-2






- Y (4) — (m- 2)16(Arr-1) — (1 — 2)(Am)
1l
m-? m-2
S” (4,04) + 14, U (Am=i U Am)]
1<3=1 sm]
m-2
—(m — 3) E PLA) + (Ami Ll 4]
m-2 - m-2 m-1
Y mA LA) + Y lA LA1) + DO (A, LU Am)
1<p=1 sal =1
m-2
+(m — 2)Am-1 U Am) — Y ALA) — (mo — 2)Ama) — (mm — 2):Am)
t=l
—(m=3) Eu ena 04.)
m-? = m2 m-? m-2
SY 1(4,0:4,) +37 p(AU Ami) + Y A, UU Am) — D (As)
<el sel =i 1
—(m-3) Y nl4) — (m—2uiAm-3) — (m2)4m)
+(m — 2)4(Am1 LU Am) (mM — 3)(Am-1 11 Am)
n-2 -2 m-¿
Y ala 14) + OMA U Amor)+(A, U Am)
<zml sel ul
m-2
+11 (m- 31) n(4,) — (m— BlAm-1) + 4(Am)]
+[(mm — 2) — (m — 3)Am-1 U Am)
m-2 m-2 m-2
S 4(4,:4,) + Y (4,11 Am-1) + Y n(A.U Am)
<ywl mi sl
m-2
—(m — 2) Y lAs)— (m — 2)l1(Am-1) + (Am)] + ¿(Ami U Am)
sl
m m
Y (4 14) —(m-2,) u(A,)
el =
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Por lo anterior tenemos que la igualdad se cumpleparaym > 3 y serdemuestra
el teorema
A diferencia de una medidaclásica v sobre P(A”), una medida cuántica y sobre
P(A) no se puede determinar usando los valores sobre conjuntos umtarios Gracias
al Teorema 3 2 3, una medida cuantica y sobre P(A”) se,puede determunar utilizando
los valores sobre conjuntos umtarios y sobre conjuntos dedos elementos siempre y
cuando el conjunto a medir tenga tres o más elementos y X sea finito
33 INTERFERENCIA CUÁNTICA
La interferencia cuántica es un parámetro fisicamente relevante que puede ser
usado para determinar medidas cuánticas
Definición*3 3 1: Sea 2 P(X) > [0 +00) una medida cuantica sobre
X=([0, m2 1.)
La función de interferencia cuantica
IL XxX>R
se define como
Il 2,) = (tz, 2,3) — n(te y) — a(tep,
s147 el,(2,,2,) =0, paror=1,2, n
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La función 1, es un indicador de la interferencia entre los elementos z, y z,
Esta función /,, puede ser positiva o negativa
Ejemplo 3'31 Sea X = [2,,2,) y a P(X) —= [0, +00) lazmedida cuantica:
définidasensel Ejemplo 3 28'2 La funciónade interferencia cuantica La XxX=>R
está definida por
Lu(zr Ta) = (za z1) (te20) — (larY) — (lea)
6-1-1
«Observación Como por ¿| Teorema 323 una medida cuantica
p P(X) > [0 +00) sobre un conjunto finito X =([z1 2 Zn) queda determinada
por los numeros ((x,)) y p((x, 2,)), entonces y queda determinada por los numeros
(23) y L.(2,2,),23=1,2 n
Por otro lado como una medida clasica sobre P(A”) queda determinadaporlos valores
que tome sobre los conjuntos unitarios podemos extender /, ajuna medida signada
O) P(Ax Yp>R
definida por
ar(B) = y Lx t,)
(= 2y)eB
Como1, (z,,1,) =1, (x, x,) se deduce que a, es simetrica en el sentido que
oplAx B) =a,(Bx A) para todo A B€ P(A) A la medida a, se le llama la parte
de interferencia de y
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Definición 332 Sea X = (2122 Zajyu P(X) => [0 +00) una medida
cuántica sobre P(AW) La Parte Clásica de y se define como la unica medida 1,
sobre P(X) «que satisface que
e, (xP) = (up) para 1=12 n
Ejemplo 332 Sea X = [zx ya P(X) => [0 +00) la medida cuantica
definida en el Ejemplo 3 22 La parte clasica Y, de y esta definida por
=0 da) =u((m)=1 y  w(X)=2
La parte:de interferencia de y esta definidapor
a(0) =0 alía 219)= an(íle: 12) )) =0
ap(l(z, 22))) = op(t(za 21))) =4
Veamos ascontinuación un teorema,que muestraique siempre cs posiblexdes
componer una medida cuántica ¡en su parte clásica yren su parte de interferencia
Teorema 331 Sip P(A) + [0 +00) es una medida cuantica sobre
X=4x, 22  2p) entonces pare cada A € P(A') se tiene que




Primero probemos que la función $ P(A) >+R definida por
B(4) =a(A x 4)
es una medida signada Aditrva de Grádo-2 sobre P(A) En efecto como a, es una
medida signada simétrica,
PAL B) + BALI) + B(BUC) — B(A) — B(B) - B(C) =
ajAU Bix ALB)+a(ALC x AUC)+ a(BUuUCx BUC)
—aplA x A) - na(B x B)-a(C x C)
Ap 4 x AUAx BUBxAUBx B)+0,(Ax AJAXCUCxAUCXxC)
+ap(Bx BUBxXCUCIx BUCxC)—a(A x A) — au(B x B)- aj(C x C)
apíA x A) + 20,(A x'B)+0,(Bx B) tay(A x A) + 20,4 x C)
+an(C xC)+a,(B x B) + 20,(8 x C) + ap(C x C)
—ay(4x A) - an(B x B) - ay(C x C)
ap(Ax A) + au(B x B) + ay(C*x C)
+20,(A5x B) +20,(4 x C) + 20,(B x C)
apAx A) + an(Ax B)+04(4 xC0)+ a4(B x AJira,(B x B)





Por consiguiente $ es una función Aditiva de Grado-2 Ahora bien como v, es una
medida se tiene que
1
(A) + ¿eulA x A)
es una medida signada, Aditava de Grado-2 sobre P(A")
Por otro lado





Además para 1 % 3
1 (2,2) + zalla 2) <212)) le) + k(o)) + 5d 2
+iule, 1,) + Í.(z, 2) +1,(2, 2,)]
= olla) +0, (2) + ¿Uan 2) + 1a(291]
= lla) +0 (0) + 5lta 2) +1, (0 2)
= vta) +vkt2,)) + luto2)
= ulle)) valle) + Lala 25)








poo yo ARA ¿aA A)
son medidas signadas Aditivas de:Grado-2,50bre P(X”) ¿por el Teorema 3 2 3 se tiene
que
(4) =v,(4) +30, (4x 4)
pará todo A € P(X)
Ejemplo 333 Consideremos la medida cuantica y P(A) > [0 +00) definida
en el Ejemplo 324 Luego
Valla) =1 pora cadar=1 2 n
ÚLalo) = Lula 7%) llarg Y) —iz Y) —Y)
= 0-1-1
= -2
y 1, =0 para todos los otros pares de puntos Luego
(4) = (0043 Y ntey)
(e yJEAXA
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VA +72 1 (209) zum € AD)
14121 ((v) ne Al
que es la forma como se define y
Veamos algunos ejemplos dondese utiliza el Teorema 3 3 1 para construr me
didas cuánticas 4 a partir de una,medida clásica v, y una función de interferencia
cuántica f,
Ejemplo 334 SecA=(x%1,%, ,2%m) vu(1)=0 pora cadas=1 2 ,ny
L(z 1,))=1
para todo 1% 3 Por el Teorema 3 3 1 se puede construzr una medida cuántica
q P(A) + [0 +00)
como sigue
u(4) => 1410-10,
para cada A € P(X)
En efecto





Ejemplo 335 SeaX=(z; temp) vj(2,)=08n para cadar=1 2  2n+1,
y
l(z, 1, =-1
para todo 2 4 7 Por Teorema;3 3 lise puede construir una medida,cuantica
pu P(A) > [0 +00)
como*siue
1A) = VA IXI= IAN
para cadaÁ € P(A)
En efecto,










34 COMPATIBILIDAD Y EL CENTRO
Definición 341 Sea (X,P(X) 1) un espacio de medida cuantica Decimos que
A Bi€ P(X):son y compatibles st cumplen que
AAUB) = (A) u(B)- AN B)
Si A es y compatible con B escribiremos ApB
Observaciones
Sea (X, P(A) 11) un espacio de medida cuántica
1 Note que A4A para todo Á € P(A'), o sea que y es reflexna
2 Si AuB entonces BA, o sea que y es simétrica
3 noes transitiva
En efecto consideremos la medida cuantica definida en,el Ejemplo 3 2 4 y los
conjuntos
A= (1) B=b 5 C= im)
Note que 44B y BC,pero
A(AUC)= p((1, y1J) =0
a(A) + (0) - HANC)=1+1-0=2
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o sea que
MALO) PA) + (0) — Anc)
Porlo tanto A no es y compatible con €
4 Por el Teorema 3 2 2 se tiene que
ApB_ => HAUB)= p(A) + u(B) - H(ANB)
== MA) A (8) — H(AMB) = (A) + 1(B) - MAN B)
+AAB)-HANB )- (An B)
<> mMAAB)=HAMBS) + (AN B)
Definición 342 Sea (X P(A) u) un espacio de medida cuantica El p Centro
de P(A) se define como
Z,=(AE P(A) AB paratodo B € P(X))
Los elementos de Z,, son llamados conjuntos macroscopicos
Teorema 341 Sea (X P(X) y) un espacio de medida cuantica y A B € P(A)
Luego:se tiene que
1 Si AC B, entonces AuB
2 S:ApB entonces AB"
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3 ElQ y X son elementos de Z,,
4 Si A€'Z, entonces A“ EZ,
Demostración
1 S1 AC Bentonces
¿LAU B) = (8) = (A) + 1(B) — u(4) = (4) 4 (8) — (An B)
Luego AyB
2 Supongamos que AjB, entonces
HAAB) = HAN BS) + u(Asn B)
Luego
W(ACAB?) p(AAB)
AHANBS) y g(Acn B)
h a((4%) NB ]+[AN(B97
Por lo tanto A“u4B*
3 Sea B € P(A'), entonces
240UB) = p(B) (0) + 1(B) — (0)u
10) + (8) (80 B)1
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H(XUB) = u(X) AA) + (8) — u(B)
(O + p(B) — (X NB)
Asi pues, Y X € Z,
4 Si Afe Z, entonces ApB, para todo B € P(X) Por el punto 2, A“4B" para
todo B €¡P(X) o lo que en este caso es lo mismo 4"yB* para todo B* € P(A)
Luego A“ € Za
Definición 343 Sea (X P(X) y) un espacio de medida cuantica Un conjunto
AE P(A) es un y Ruptura sí
(8) = (BODA) + (BN AS,
para todo B € P(A)
Teorema 342 Sea(X*P(A) 1) un espacso de medida cuántica Unsconjunto
AE P(A) es un y ruptura sí y solos Á€E Za
Demostración
=>] Supongamos que Á es un ¡y ruptura entonces para tódo B € P(A) se tiene que
HAU B)=A((AUB)NA] + H(AUB)DAT = (A) + BNAS,
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pero
1(B) = u(BDA)+ uMBONAS)
o sea que
ABN AS) =(B) - (BONA)
Por lo tanto
HAU B) = u(A) + (B) — AN B)
Asi pues AuB para todo BE P(X) y A€ Z,
| Supongamos que Á € Z,, entonces para todo B € P(A”)se tiene que
HAUB) = [AU(BDAS)] = (A) +(BONA) MlAMBDAS] = a(A)+BNAS)
Por otro lado como
HAU B) = u(A)+ a(B) — (An B)
se tiene que
u(B) h A(AUB) — (4) + u(AN B)
AA) + (BN 4%) — (A) + (AN B)
E HBONA)+4(BNAS)
Luego A es un y ruptura
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Teorema 343 Sea(X P(X) u) un espacio de medida cuantica Z, es un algebra
de conjuntos y la restricción y | Z,, de y a Z, esjuna medida Ademas si A, € Z, son




Porel Teorema3 4 1 se tiene que X € Z, y A € Z, siempre que Á € Z, Supongamos
que ABE Z, y CE P(A) Por el Teorema 342 Ay B son q ruptura Luego
HON(AUB) = pl(CNA)N(AUB) + [Cn 4%) n(4U B)]
= HOnaA)J+ a«OCnaAtn Ba),
u(C) HCnNa) + (CO A)
= MONA) MCNATN B) + (Cn AsnB*)
= MCN(AVB)+aCn(aU By
Como C es un conjunto arbitrario de P(Y) se tiene que AUB es un e ruptura
yy por el Teorema 3 4 2, AU BIE Z, Asi pues, Z,, es un álgebra de conjuntos
Probemosrabora que ¡¿ | Z, es una medida En efecto sea A,B € Z, con
ANB=0( Como A € Z, entonces AuB luego
HAL B) =u(A) + (8)
Por,lo que y | Z,, es una medida, ya que X es un conjunto finito
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Probemos el ultimo enunciado del teorema Séa A,>42 An € Z, una suce-
sión disyunta dos a dos, y ser
s,=| 4, 1<m<n
tm]
Probemos por imducción matematica sobre r que para todo B € P(A) se tiene que
aABns)= Y(BRA)
am]
El caso r = 1 es obvio Supongamos que se cumple para r < n— 1 y demos
tremos que se cumple para r +1 Como Z, es un álgebra de conjuntos tenemos que
S, € Z, y por el Teorema 3 4 2 tenemos que S es un y ruptura, luego
HBOS +1) 1 aUBO SrNS) + ABN 8,41 NS)
= (BOS) +MBDA +1)





Por lo anterior, el resultado es cierto para r =n Luego
, [Eo n 4] =4BNS)=YuBna)
a]
Teorema 344 SeaX=4dw ImY “Uma ny
u P(A) + [0 +00)
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la medida cuantica definida en el Ejemplo!3 24 Eñtonces AuB say solo,st x, € ANB
imphca que y, E BNA" y ss y, € ANB" implica que z, E BMA" es dectr
AuB => [(x, € ANB"= y EBNA)A(y EAQB' => zx, E BNAS)]
Demostración
=| Supongamos que AB Por el Teorema'32 2 se tiene que
HAAB) ¿(AUB)— p(A) — (B) + HAD B) + AN BS) + u(A NB)
(4) + (B) — (40 B) — lA) — (B) + MAN B)+u(An B") + (An B)
AAN B") + (An B)
Asumamos sin perdida de generalidad que los pares destructivos del conjuntó AM B*
son
(2, Y, Ta Ya Tr Uri
y queidos pares destructivos deliconjiinto ASO B son
[ir+1 Y 41 E +2 Yr+a y)
y que además existenvotros paresidestructivos en AAB que es el conjunto
C=da 41 Yer Taro Yara te Ye)
Luego se:tiene qie
|AAB | -2 Il (AAB)
1 AAN BS) + a«Bn as)
h TAN B*|=27+| BNA"| -2s-7)
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Porlo tanto
2 = —2r —2(s—r)=-2r — 254 2r =-—2s,
de donde se tiene que t = s, por lo que C =8 Lo que significa que si , € ANB
mplica que y, £ BN A" y y, € AN B* implica que x, E BN A"
<] Supongamos que sl 1,v€ AN B implica que y, E BNA" yy, € ANBC
implica que y Z BM A" Esto es equivalente a decir que sí (7, yy) AAB entonces
ft y CANB*o (z,y,) € BNA" Sin pérdida de generalidad asumamos que
ly lava Tr ypcAnB,
(ro 0470421942 Ta Y )EBNA"
y que no eduste otro par destructivo en AAB Luego
AHAAB) | AAB,| -29)
¡[ANB*| -2r+ | BNA?|-2(8 7)
HANDS) + (Bn a")il
Péro como por el Teorema 3 2 2,
A(AU B) = (A) + (8) — HAN B) + HAAB) — (AN B*) — (An B)
sertiene que
(AU B)= (4) +18) (AN B)
Por consiguiente AB
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Corolario 341 SeaX=([5, ¡my Y 2 my
u P(X) + [0 +00)
la medida cuantica definida en el Ejemplo 924 Entonces A E Z, st, y solo ss para
cadar=1 2,  n, se biene que [z, y) CA 6 (x,y) CA?
Demostración
=>] Supongamos que Á € Z,, luego ApA* Porel Teorema 3 4 4 tenemos que 81 7, € A,
entonces y, € A* lo que implica que y, € A y sirmlarmentesl y, € Á entonces 7, € A
| Supongamos que para un conjunto:A € P(4) se tiene que para cada 1=1,2, ,n
le ujca o (auca
Luego, para todo B € P(A') se tiene que
HBO+ABNAS) = |BNA]-2l((x, y) [r y):< BNA)]
+/1Bn4*]-2]((% y) (2 4),€ 8043 |,
181-21((, y) (e y)SB)!
= HB)
Así pues A es un y ruptura y, por el Teorema 342 se tiene,que A € Z,
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Corolario 342 SeaA=(2, ,T “Y  YnmZ%i “2 y
pl P(A) + [0 +00)




AA) = (4) + (A)
Demostración
1> 2] Supongamos que AyA", luego por el Teorema 3 4 4 se tiene que si 7, € A,
entonces y, £ A lo que implica que y E Á y sumilarmentesi y, € A entonces z E Á
Así por el Corolario 3 4!1 se tiene que Á € Za
2> 3] Supongamos que Á € Z, Luego por el Teorema 342 A es un y ruptura y
para cada B € P(X) (en particular B = X) se tiene que
MO = (A 04) + (NAS)
de donde
MX) =4(A) + (AS)
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3> 1] Supongamos que ¿(X) = (A) + u(A ), luego
HALA) =u(x) Il PA) + pla)
= p(4) + (A) 0
= (A) +u(AS) — (0)
= (A) + (AS) — MAD AS)
Asi pues ApA?
Finalizamos,esta sección con el siguiente ejemplo
Ejemplo 341 Sea X=(2= 229,421) 1 3P(A) — [0, +00) la medida cuánts
ca definida entel Ejemplo 3 24 Encontremos Z,,
En efecto por el Teorema 341 el 0 y X son elementos de Z,,
X tiene dos pares destructivos (1, y1) y (22 ya)
Los elementos de P(A) que tengan el clemento x, pero no tengan el elemento
w1 (6 viceversa) no son ¡¿ compatiblesicon (41) ((x1) respectivamente) De la musma
forma los elemientos de P(A”) que tengan el elemento 72, pero no tengan el elemento
Ye (6 viceversa) no son yy compatibles con (ya) ((x2) respectivamente) Por lo tanto
no son elementos de Z,,
Los conjuntos
(aj lany) [zz ya) € PA)
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sou y compatiblesicon todos los elementos desP(4) luegó son elementos de Z,
Por el Teorema 3 4 1, sus complementos
lie Yaya) [o a 2) lu yu zi) € P(A)
tambien son elementos de Z,,
Así pues
Z¿=(0 Y (la) lo 1) [za 12) (a za 1 2) [ía 122) ln Y 21)
Por el Teorema 3 4 3, la restricción /Z, es una medida sobre Z,, y
2(0) = ¿(1 1) = ulfea 123) =per ze ya vo) =0
e(A4) = (23) = alla 213) = alza, 21)) =1
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35 CUBRIMIENTOS CUÁNTICOS
Sea y una medida cuántica sobre X = [x, z2  z,) Llamaremos a ¡e una
probabilidad cuantica sí: p(X) = 1 Por ser ¡e una medida cuántica sabemos que
ella no necesita ser aditiva, razón por la cual pueden pasar cosas muy extranas Por
ejemplo, que ¿(A) > 1, para un 4 € P(A4) Sin embargo estas probabilidades cuanticas
tueneñ ciertas aplicaciones Se puede formar una probaulidad cuántica a partur de una
medida cuántica q sobre X siempre y cuando g(X) 4 0 Esto lo podemos lograr
normábzando y para formar la probabiliad cuantica 4] = do Ademas,,s1 sabemos
que ¿(X) % 0 esto nos podria indicar lo que está,pasañido en Y Pero saber 81
1(X) e O no se puede verificarifácilmente Esto se dificulta cuando X' es grande En
algunas aplicaciones de medida cuántica, Y representa todo el untverso fisico En este
caso las medidas cuánticas son utilizadas para estudiar la evolución del universo en
el Biz Bang Especificamente, X representa el conjunto de las posibles historias que
exphcan la evolucion del universo y para un A €sP(A) p(A) indica la propensidad de”
que cierta historia sea un elemento de A Esto se estudia en el campo de la gravedad
cuántica y cosmología Venficar que (X) =0 podría ser más facil si verificamos que
las medidas cuánticas de los subconjuntos de X sean cero Si la mayona de estos
subconjuntos de X tienen medida cuantica cero esto podría ser un indicador de que
¿(X) = 0, pero no una garantia Esta garantía la dan los cubrimientos cuánticos
Recordemos que X' representa un conjunto fimto
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Si v es una medida clasica entonces por la aditnidad de y tenemos que
v(X) 40 sí y solo sí: X no tiene unicubrimiento formado por conjuntos de medi
da cero Pero como sabemos,la aditividad no es necesaria en medidas cuánticas, por
lo que estowno aphica para las mismas Veamos el siguiente ejemplo
Ejemplo 351 Sea X= (1, 22 19) y definamosla función
m P(X) > [0 +00)
como sigue
(0) = un(a, 22)) =u((z, 23)) =0
alí) = (223) = 1((23)) =1(%) =1
pl((z215)) =4
¡es una medida cúantica sobre X dondese verifica que hay un cubrinmento formado
por conjuntos de medida cero que cubren a X, sim embargo p(X) 0
11
En efecto,
1 Primero probemos que u es Aditiva de Grado-2 Note que
P(X) =(4=0 B=(x1) C= [r2) D= (23) E= (01 22) F= (11,23),
G= (2,13) H = (x, z, x3))
Luego, para A B C se tiene que
HAUBUC) = p(4UB)+A(AUC)+m«BUC) — (A) — u(B) — n(C)
al, 32)) = (ly) + (223) + allen 223) — (0) — ((2:3) — n(dzz))
0 = 1414+0-0-1-1
0=0
Para A B D,se tiene que
AAUBUD) = AB) + HALD) + (BUD) — (4) — p(B)— (D)
llanas) = alla) + ls)+ ula 23)— (0) — (213) — llos)
0 = 141+0-0-1-1
0=0
Para A B G,se tiene que
HAUBUG) = H(AUB)+HALG) + adBUG) — (4) — (8) — n(G)




Para A C D se tiene que
¿AUCUD) = HAUC)+ (AL D) + (0 UD) — (4) — 4(C) — p(D)
p(lz 23) = (mp)+ 1(l23)) + ((22,23)) — 148) - 1((a23) — a((25))
4 = 1414+4-0-1-1
4=4
Para A C F,se tiene que
HALCUF) HALO) + ALF) + (0 UF) — (A) — (0) — (F)
plas m2 23)) (22)+ u((21,29)) + pz 22,23)— 140) — n((2)) — ul2a))
1 = 1+0+1=0-1-0
l=1
Para A D E se tiene que
MmAUDUE) l MALD)+ HAU E) + (DUE) — (4) — (0)- (E)




Para B C,D se tiene que
HABLUCUD) a(BUC)+ (BUD) + p(C 11 D) — (8) — p(C) — (D)
alza ro) plz 12)) + (33, 25)) + alía 25) — all)) — dd3) — (ls)
1 0+04+4-1-1-11
l=1
Asi pues 1 es Aditiva de Grado-2
2 Ahora probemos que y es Regular
a) Si y(K) = 0, significa que
K=A=0 K=E=(x 22) 6 K=F=42 23)









Para K= E= (2, 17) se tiene que
MEU A) =p(21,22)=0= (4)
AEUD)= ul(a 23 23)) =1=(D)
Para K =F = (2, 13), se tiéne que
HEDA)=u((%1 23)) =0= 1(4)
MFUC)= alla ze 13)) =1= (0)
Por lo tanto ¿(K U M) = (M) para todo M € P(A) disy unto de,K
b) Como (AU E) = u((z,,22)) = 0, entonces
H(A) = (0) =0 =pl[z1 22)) = (E)
Como ¡(BUC)= p(([x1 22)) = 0, entonces
(8) = (1) =1= (029) = (0)
Como (AUF) = u((x, 23)) =0 entonces
p(A) = 1(0) =0 = pd(51,20) =u(F)
1lo
Y como (BUD) = p((< 23)) =0, entonces
1(B) = n((21)) =1= u(d73)) = 1(D)
Asi pues si p(K UM) =0 entonces (K) = p(M)
De1 y 2 se tiene qué y es un medida cuantica sobre X
Note que ¿((z, 22)) =0 y (dz 23)) = 0 Es claro que estos dos conjuntos
forman un cubrimiento de X' y:que los dos tienen medida cero, pero
HA) AO
Definición 352 Un cubrimiento [B,),gy de X es un Cubrimiento Cuantico
de X sa p(B)j=0 para todor € 1 implica que p(X) =0 para toda:medida cuantica
pa sobre X
Note que los cubrinmentos cuánticos aphican a todas las medidas cuántica de




Ejemplo 352 Una partición arbitraria (B, Bz  B,) de X es un cubrimiento
cuentico de X
En efecto sea y una medida cuantica de X y supongamos que ¿(B ) =0, para
1=12, n Como y es una medida cuantica por regularidad se tiene que





Loanterior esmwálido para cualquier medida cuantica ¡a de X Asi pues, la par
tición (B, Ba, Ba) de Y es un cubumiento cuánticoderX
Definición 354 Un subconzunto A CE X es unik conjunto 5 | Al=4A
El k-cubrimiento de X es la familia de todos los k conguntos de X Es decar,
el 1 cubrimiento de X es la familia de todos ios subconjuntos unitarios de X el
2 cubrimiento de X estla famila de todos los'subronjuntoside X que tienen dos ele
mentos, etc
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Teorema 351 Sea X =(7,102, ,55) Los k cubrimientos de X son cubrimien
tos cuanticos (1< LA <n)
Demostración
Si k=1, el 1 cubrimiento se convierte en una partición y por el Ejemplo 302 es un
cubrimiento cuántico
Sea 2 < 14 <n y supongamos que cada k conjunto tiene medida cuántica Cero
Por el Teorema 3 23 para cualquiera elementos distiñtos 21 22 11€([12, n)se
tiene que
k A
0= (84,24 ,213)= Y) dl+0-4) alo,
<s=l jal
Recordemos que ( dica las posibles formas de escoger un subconjunto de
k elementos de un conjunto de n,elementos Ahora sumemos todos los 5 posibles
k conjuntos de X- Como z,, solo aparece en (A conjuntos, ya que si son'n elemen
tos y escojo uno (x ,), solo me quedan (70) formas posibles de escojer A—1 elementos
Por la misma razón el conjunto (zx ) solo aparece én (3) k conjuntos Luego «e
tiene que
02 (12) Eto(1=)o=oge<szl 3.1
de donde









(A-2m-1) EDn — A)!
(4 —Yn — A)! (n — 2)
(A —Da 1) (k- 2)!
E-D 7aj
(A — 2)n — 1)1(4 — 2)!
(k — Dn — 2)!







Y ntto 23) =LESate)
r<s=1 pl
Como k < n por el Teorema 3 2 3 se tiene que








1) = tes ma mp)>ate)(02) Puta)
2 ql
altas e a) [LE2]te)
3=1
100 = ie ea e)(ADASt)
ql
X) = plza 20) = [








Luego como ¿(X) > 0 se tiene que (X) = 0 Por consiguiente los k cubri
mientos son cubrimientos cuánticos
A continuación presentamos una generalización de los k cubrimientos
Definición 355 Una anticadena en P(X) es una familia no vacia de conzun
tos (B,,Ba Bn) en P(X) que es incomparable Es decir, B, Z,B, paran f
m7=1,2 nm Diremos que una anticadena [By Ba ,B,) es manmal sí ésta no es
tárcontemda estrictamente en otra anticodena mas grande Estowes para cualquier
DEP(A) setrene que DC B, o*B, € D para algun2=1 2, ,n
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De la definición anterior podemos deducir que una anticadena maxunal
(B1,Bz Bn)
forma un»cubrimiento para X yá que para cualquier z € A existe un B *tal que
z € B, Luego
Xx =) Ba,
+1
Ejemplo353 Sea(X,P(X) 1) un espacio de medida cuantica Los k cubrimientos
(C;) son anticadenas mazimales
En efecto, son anticadenas va que dos diferentes k conjuntos'son incompara
bles Y son maximales ya que sí D € P(A), entonces puede ser ques] D |< k en este
caso existe un k conjunto B € C4, tal que D € B mientras que s1 | D |> k entonces
existesun k conjunto B € C;, tal que BED
Con esto se concluye quelas anticadenas maximales generalizan los k cubrimientos
k=12 n
La pregunta obvia que nos debemos hacer ahora es
¿Es tóda cadena marsmal un cubrimiento cuanisco?
Esta es una pregunta abierta, para todos los quese intefesen en este tema y es,una
motivación para seguwr profundizando en el
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36 MEDIDAS SÚPER - CUÁNTICAS
Definición 361 Una funcion
p P(A) = [0 +00)
es una Medida de Grado m y ¡e satisface la condiciónede Adutividad de Grado m
m+l m+1l
EAU Uta) = Y) mALA) Y HA UA)




Definición 362 Una Medida Super Cuántica es una Medida de Grado m
para m>3
Las medidas super cuánticas pueden describir teorias que son más generales
que la mecánica cuántica
Teorema 361 Sea
1 P(X) > [0, +00)
una medidascuantica, entonces y es una medida super cuantica de Grado 3
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Demostración
Supongamos que ¿4 es una medida cuántica luego y es Aditiva de Grado-2 Por el




p(A1U Az AS U As)
44 4 4




2 Y (A LA) 3D(A) 2Jy(A, UA) + (Ar U Ag) + (Ar U Ay) + (Az LU Ag)
val
> +1(4 U Ag) + (As U Ay)] — 3lu(As) + (42) + (As)
+u(44)]
= p(A1U A2)+ (AU 42) + (A U Ag) + (41 U As)
+u(Ar U As) + (Ar U Ay) + p(As U As) + plAs U As)
+p(A2 U As) + p(Ar U As) + (As U As) + ¿(As LU As)
—p(Ar) — (Ar) — (Ar) — (Ar) — (42) — (A)
—(As) — (As) — 149) — 1(4s) — (Ay) — (As)
= (AU 42) + (As UA) + (42 0 As) — (41)— (42)
(Aa) + (Ar LU Aa)+ 1er LU Ag) + (Az LI As)
(41)— (42) — (As) + (Ar U As) + LA, LU Ay)
+u(As U As) — (As) — HLAs) — (As) +Az Ll As)
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Sea y una medida Grado-3 sobre P(W) Definamos la parte clásica al = Ya
la función de iterfcrencia de dos puntos Ji = [,, igual que en la Definición 331 y la
función de interferencia de:tres puntos como
B(e,x, 24) =e 2,lle 2)2)lx0)+u((eattetela,
sit 3uy A son distintos y 13 =0 en otro caso Note que [3 = 0 para medidas cuánticas' + ==
ya que Aditividad de Grado-2 implica que
alfa, =, 12)) = (eelle 2)lla, 2d)(2)1((2,)) —((74))
Esta interferencia introduce un nuevo tipo3de fenómeno que no parece ocurnr en
mecánica cuántica
Definamos ahora las medidas simetricas signadasra? a? sobre P(X?) y P(AS),
respectivamente
(B)=YHija 2,) (2,7,) € B)
(8) = Yltn 7, 21) (2, 2,24) € B)
El'siguiente Teoremasextiende el Teorema 33 1
Teorema 363 Si p es una medida Grado 3 entonces para cada B E“P(A), se
tiene que
¡(B)=aL(B) + 0289)+ GalBn ate”)
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Demostración
Del Teorema 3 6 2 se tiene que el lado derecho de la igualdad cs una medida signada
Grado 3 Comose hizo en el Teorema 3 3 1 esta demostración se terminasi se prueba
que la igualdad se da para conjuntos umtarios, conjuntos de dos elementos y conjutos
de tres elementos En el Teorema 3 3 1, se probó que se da la igualdad para conjuntos
unitarios y para conjuntos de dos elementos ya que para estos dos Casos (Bs) =0
Supongamos que B = ([21,22,73) luego
La2(8»)1al(B) + 0*(B?) + roGa 5)+22) + e((13)) + [5(2022)Ú
+B(ar 19) + Bloa 13) + Elm a 23)
= te) + ntas)) + ula) + le me)— (2d)
(19) + las 233) — alld) — alla) +(2 25))
—(22) — ltaa)) + alle 20, 20)) nz 223)
—ulda, 233) — pla 29) + (3) + (2d) + pad)
= pde za 23))
Para finalizar el Teorema 3 6 3 se puede generalizar a medidas Grado-m usan
do
n
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